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МАГІСТРАЛЬНИЙ ПІДХІД ДО ДИНАМІЧНОЇ МОДЕЛІ 
ЛЕОНТЬЄВА З ТЕРМІНАЛЬНИМ КРИТЕРІЄМ 
MAIN APPROACH TO DYNAMIC MODEL LEONTIEV WITH END CRITERIA 
На основі якісного аналізу динамічної моделі Леонтьєва з термінальним критерієм 
та дослідження зв’язаної з нею магістральної теорії було виведено нові теоретичні ре-
зультати, що описують поведінку оптимальної траєкторії даної задачі. 
На основе анализа динамической модели Леонтьева с терминальным критерием и ис-
следования связанной с ней магистральной теории были выведены новые теоретические 
результаты, описывающие поведение оптимальной траектории данной задачи. 
In this work it was carried out a qualitative analysis of the dynamic Leontief’s model with a 
terminal criterion. In the context of this model it was considered the turnpike theory, which 
describes certain features of the behavior of its optimal trajectory and present a theorem about 
existence of the turnpike of this model. It was examined the causes of the appearance of this 
theory and with it, its main drawback - inability to determine the exact time interval of the prox-
imity of the optimal trajectories and the turnpike. In this work we propose a somewhat different 
approach to the analysis of the behavior of this trajectory, which allow of finding the exact 
solution, using method, which is simpler than standard simplex-method for the dynamic models. 
In addition, it more particularly describes the convergence of this solution to the turnpike. After 
description of the basic analytical results it was considered a concrete example. It was given the 
input-output matrix, vector of stocks and vector of prices and it was carried out corresponding 
numerical calculations, which confirm the validity and the effectiveness of the proposed 
approach.  
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Вступ. Одним з видів моделей, що описують міжгалузеву організацію 
виробництва на рівні країни чи регіону є лінійні динамічні моделі типу Леон-
тьєва [1,2,4,5]. Як відомо, при зведенні таких моделей до задач лінійного про-
грамування відповідний розширений фазовий простір набуває розмірності 
, де n  – це розмірність технологічної матриці, а T – довжина часового 
проміжку, яка може бути дуже великою. Це фактично унеможливлює застосу-
вання стандартних процедур лінійного програмування до підрахунку точної 
оптимальної траєкторії [5].  
Одним з дієвих методів в цьому випадку є застосування магістральної те-
орії, тобто знаходження вектору X (магістралі), який є малочутливим до зміни 
початкового вектору запасів, кінцевого вектору цін та часового проміжку і має 
наступну характеристичну властивість: будь-яка оптимальна траєкторія 
«майже весь час» знаходиться у як завгодно «вузькому» конусі, віссю якого є 
магістральний вектор [2,4,5]. Над даною теорією працювали такі вчені як Мо-
ришима, Никайдо, Ашманов, Макаров та інші. 
В роботі наведена відповідна теорема про існування магістралі для дина-
мічної моделі Леонтьєва з термінальним критерієм. Проте істотнім недоліком 
такого підходу є неможливість точного визначення часового інтервалу близь-
кості оптимальної траєкторії та магістралі. В роботі запропоновано дещо ін-
ший підхід, який дозволяє знайти точний розв’язок задачі та більш конкретно 
описати його збіжність до магістралі. Наведено відповідні чисельні обрахун-
ки, що підтверджують достовірність та ефективність запропонованого підхо-
ду. 
 Постановка завдання. Метою даної роботи є якісний аналіз динамічної 
моделі Леонтьєва з термінальним критерієм з точки зору магістрального під-
ходу. Для досягнення мети у роботі було поставлено такі завдання: ознайом-
лення з основними елементами теорії матриць [3]; ознайомлення з постанов-
кою задачі щодо моделі Леонтьєва [1,5]; аналіз магістральної теорії щодо цієї 
задачі [2,4,5]; розроблення власного підходу; практична реалізація теоретич-
них результатів.  
Методологія. Результати дослідження отримано на основі методів еко-
номічної теорії, математичного моделювання, принципів математичної логіки 
та системного аналізу. 
Результати дослідження. Розглянемо економіку з n чистими галузями. 
Нехай А – нерозкладна, невід’ємна, квадратна матриця міжгалузевого балан-
су, Ах – вектор витрат. Валовий випуск в період Т використовується як запас 
сировини для виробничого циклу в наступний період. Ураховуючи ресурсне 
обмеження отримаємо таку оптимізаційну задачу: 
 
де  – початковий запас сировини, с – заданий n-вимірний вектор цін. 
Дана модель називається динамічною моделлю Леонтьєва. Оптимальна 
задача є стандартною задачею лінійного програмування. 
Введемо функцію : 
 
де  - евклідова норма в . Назвемо дану функцію квазіметрикою. Вона є 
виміром «кутової відстані» між векторами  x та y.  
Введемо поняття магістралі для нашої задачі. 
Означення. Промінь 
 
є магістраллю задачі (1), якщо   такі, що для 
будь-якої оптимальної траєкторії  отримуємо 
 
Щоб застосувати до даної задачі теореми про магістраль, накладемо такі 
обмеження:  , А – нерозкладна і примітивна матриця. Від-
повідно матриця А є і стійкою. 
Позначимо відповідно фробеніусове число і правий вектор мат-
риці А. 
Тоді теорема про магістраль для динамічної моделі Леонтьєва з терміна-
льним функціоналом: 
Теорема 1(теорема Морішими). При даних умовах, вектор Фробеніуса  
є магістраллю для задачі (1).[1-5] 
Ми не будемо приводити доведення цієї теореми, так як воно відоме і 
приведене у джерелах [1,5]. Приведемо тільки одну лему, яка нам знадобиться 
далі: 
Лема 1. Нехай вектор  і послідовність  Тоді 
 таке, що тобто: 
    
 
Нехай А – нерозкладна, невід’ємна, квадратна матриця.   
задані вектори. Розглянемо задачі: 
 
 
   (1) 
 
 
  (2) 
 
Теорема 2. Задачі (1) і (2) мають розв’язки, їх значення співпадають. Для 
оптимальної траєкторії (1)  є розв’язком (2); а для 
розв’язку (2), оптимальна траєкторія (1). 
Доведення: 
Оскільки цільовий функціонал  неперервний, а множина 
обмежень  замкнена, то достатньо показати її 
обмеженість. Оскільки , то покажемо обмеженість 
кожного вектору . Для вектору   маємо обмеження: 
. Звідси, якщо , то з нерівностей  ма-
ємо, що . Але це суперечить нерозкладності матриці . Отже,  
. Аналогічно для  маємо  і т. 
д.. Отже обмежена. Відповідно множина  є компактом. Тоді, за теоре-
мою Веєрштраса, задача (1) має принаймні один розв’язок. 
Нехай значення задачі (1),  її оптимальна траєкторія, 
 Тоді . Покладемо . Оскільки 
, то . Покладемо 
 Оскільки , то . 
Покладемо  Продовжуючи цей процес отримаємо трає-
кторію: 
, 
що є оптимальною в задачі (1), причому . Тоді 
, а отже  допустимий елемент в задачі (2). 
Тоді, якщо значення задачі (2), то . 
Доведемо розв’язність задачі (2). Так як матриця А – нерозкладна, то не-
розкладною є і матриця . Тому розв’язність даної задачі доводиться як і для 
задачі (1). Отже за теоремою Веєрштраса задача (2) має принаймні один 
розв’язок. 
Нехай розв’язок задачі (2). Тоді  
Покладемо  
                     
Тоді , отже  допустима траєкторія в задачі (1), 
тобто . 
Оскільки на попередньому етапі доведення ми одержали , то маємо 
рівність ., отже значення задач (1) і (2) співпадають і для  оп-
тимальної траєкторії (1) розв’язок (2), а для розв’язку (2), 
оптимальна траєкторія (1). 
Теорему доведено. 
 Наслідки: 
1) Таким чином для розв’язання задачі (1) (задача лінійного програму-
вання з фазовим простором розмірністю ) потрібно розв’язати (2) 
(задача лінійного програмування з фазовим простором розмірністю ) 
і тоді для будь-якого її розв’язку  траєкторія  буде 
оптимальною в задачі (1), причому всі обмеження типу нерівностей 
перетворюються на рівності, крім періоду при . 
2) Так як існує оптимальна траєкторія задачі (1) яка має вигляд 
 , то за лемою 1 при досить великому  ця траєкторія 
починається дуже близько до магістралі (вектору Фробеніуса ) і ле-
жить біля нього до певного моменту . 
Проілюструємо обидва результаті на прикладі. 
Покладемо матрицю міжгалузевого балансу : 
 
Вектор початкових запасів: 
 
Вектор цін у кінцевий період (коефіцієнти цільової функції): 
 
Період візьмемо 10 років. Розв’язавши дану задачу стандартним симп-
лекс-методом, та використовуючи запропонований варіант через заміну задачі 
(1) на задачу (2) отримаємо однаковий результат: 
 
Таблиця 1 
Оптимальна траєкторія задачі (1)  
t   
1 69903/20971 209716/41943 
2 13992/1679 34962/2797 
3 1854/89 4094/131 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
4 12713/244 5155/66 
5 14692/113 28739/147 
6 2292/7 94843/195 
7 38147/48 11158/9 
8 73433/33 111580/39 
9 38147/12 38147/4 
10 190735/6 0 
Якщо проаналізувати отриману траєкторію з точки зору збіжності до ма-
гістралі, отримаємо графік «кутової відстані» між вектором Фробеніуса та 
траєкторією: 
Рис. 1.4 Графік «кутової відстані». Період 10 років 
Як ми бачимо, траєкторія починається близько до магістралі і поступово 
від неї віддаляється. 
Отже, обидва теоретичні наслідки підтвердились на конкретному прик-
ладі. 
Висновки. Наукова новизна даної роботи полягає у розширені теоретич-
них основ магістрального підходу до задачі щодо динамічної моделі Леонтьє-
ва з термінальним критерієм, що відкриває більш практичні властивості її оп-
тимальної траєкторії. Крім того було запропоновано новий метод знаходжен-
ня абсолютних значень цієї траєкторії, що є значно простішим за існуючий. 
На базі цих результатів є доцільними подальші дослідження в цій області, 
а саме застосування магістрального підходу до більш складних балансових 
моделей.  
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